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Для підвищення нафтогазовіддачі пластів застосовують 
акустичні методи дії [1–4]. У більшості розроблених акустич-
них методів обробки продуктивних вуглеводневих пластів 
не враховуються нелінійні та дисипативні властивості серед-
овища, що впливають на поширення акустичних хвиль та 
формування їх спектральних характеристик. Також в основу 
цих методів покладено принцип дії гармонічної хвилі заданої 
частоти на середовище пласта. Оскільки енергія гармонічної 
акустичної хвилі переноситься на одній фіксованій частоті, 
можливості цього методу обмежені. Подальшим розвитком 
акустичних методів є застосування бігармонічних хвиль для 
хвильової обробки середовища пласта.
Деякі аспекти розповсюдження бігармонічних хвиль у 
середовищах висвітлено в роботах [5, 6]. Проте дослідженню 
спектральних характеристик бігармонічних хвиль, за винят-
ком [7], приділено недостатню увагу. Зауважимо, що спек-
тральні характеристики дають можливість оцінити розподіл 
енергії акустичної дії за частотами. 
У цій роботі проведено аналітичне дослідження спек-
тральних характеристик хвиль, що генеруються під час бігар-
монічної акустичної обробки середовища пласта. Дослідження 
проведено на основі загального розв’язку нелінійної системи 
рівнянь акустики.
Виходячи з повної системи рівнянь нелінійної акустики, в 
роботі [8] одержано рівняння простих хвиль:
 ??????????? ????  (1)
де υ – коливальна швидкість; ???? ??  – параметр акустичної 
нелінійності; ??? ???  – показник адіабати в рівнянні стану се-
редовища пласта, ср, сυ – питомі теплоємності середовища [9]; 
x – відстань; ?? ????? ; с0 – швидкість звуку в середовищі пласта.
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Розв’язок рівняння (1) під час дії збурення довільної форми 
υ = (x = 0, t) = Ф(t) на границі нелінійного середовища має 
вигляд [10]
 ? ? ? ????? ??? ??? ???????  (2)
Для знаходження спектра простої хвилі розв’язок (2) роз-
кладемо в ряд Фур’є 
 ? ? ? ???? ?? ? ???? ??????? ?? ???????? ??? ?? ??? ???  (3)
де ? ?? ???? ????? ?
Коефіцієнти розкладу сn(z) визначаємо за формулою
 
? ?? ? ? ???? ?? ?? ??? ???????? ?????? ?? ? ?? ? ????? ????? ?  (4)
Проінтегрувавши (4), отримаємо:
 ? ? ? ?? ? ??? ????? ?????? ??? ??? ?? ?? ??? ?? ??  (5)
де ???? ?? ?? ??
Залежність (5) визначає спектр простої хвилі в не-
лінійному середовищі пласта під час дії в ньому хвилі 
υ = υ0Ф(wτ).
Ґрунтуючись на приведених теоретичних результа-
тах, визначимо амплітудні характеристики хвиль, що 
генеруються в нелінійному середовищі пласта під час 
дії бігармонічного сигналу
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 ?? ??? ?????? ?? ?? ???  (6)
де w1 = (N+1)w, w2 = Nw, N >1 – натуральне число.
Використовуючи загальне співвідношення (5), для бігар-
монічного сигналу (6) має місце
 
? ? ? ?? ?? ??? ??? ???? ?????? ????? ????? ? ?? ????? ? ? ?? ? ????? ??? ?????? ??? ?? ????? ???? ???????? ???? ? ? ?? ? ? ?? ?? ? ????  (7)
Беручи до уваги відому тотожність для Бесселевих функ-
цій [11], представимо підінтегральні функції у виразі (7) таким 
чином:
 
? ? ? ? ? ?????? ?? ? ?????? ?? ???? ????? ??????? ??? ??? ? ???? ????? ??? ?? ???? ?????? .  (8)
Із урахуванням виразів (8) залежність (7) представимо у 
вигляді
 
? ? ? ?? ? ? ? ? ?? ?? ?? ? ? ? ? ?? ???? ? ??? ???? ??? ?? ? ??? ?? ? ?? ? ?????????????? ?? ????????? ??????? ????????? ? ??? ?????? ? ??? ???????? ? ???? ?? ????? ??? ??????? ??? ??? ?? ? ?? ?????????? ??? ???????? ? ?????? ????? ?? ??? ? ? ? ?? ?? ????? ?? ? ??  (9) де δ[(N+1) k1 + Nk2–n] – дельта-функція Дірака.За визначенням дельта-функції [11] вона дорівнює нулю за усіх значень аргументу, крім (N+1) k1 + Nk2 – n = 0. (10)Під час дії бігармонічного сигналу передусім розгля-немо значення амплітуди на різницевій частоті w1 - w2 = = (N+1)w - Nw = w. Для цієї частоти n = 1 і співвідношення (10) має вигляд (N+1) k1 + Nk2 = 1. (11)Співвідношення (11) виконується тільки при k1 = 1, k2 = -1. Із виразу (9) знаходимо: ? ? ? ? ? ? ? ???????????? ????? ????????? ? ??  (12)Залежність (12) – це комплексна амплітуда розкладу в ряд Фур’є бігармонічного сигналу (6). Дійсні значення коефіцієн-тів A1(z), B1(z) розкладу в ряд Фур’є при coswτ і sinwτ визначає-мо з виразів: A1(z) = c1(z) + c1*(z); B1(z) = i(c1(z) - c1*(z)), (13)де c1*(z) – комплексно-спряжене число значенню c1(z).Із виразів (13) знаходимо:
 ? ? ? ? ? ? ? ??????????????? ??????? ????????? ??? ? ????? ? ? (14)
У процесі дії бігармонічного сигналу в нелінійному 
середовищі генеруються коливання і на інших частотах: 2w, 
3w і т.п. Для оцінки їх амплітудних значень знайдемо аналі-
тичні залежності спектральних складових від безрозмірної 
відстані z.
При n = 2, що відповідає частоті 2w, із виразу (10) отриму-
ємо:
 (N+1) k1 + Nk2 = 2. (15)
Співвідношення (15) виконується за умови: k1 = 2, k2 =-2. 
Тоді із виразу (9) знаходимо:
 ? ? ? ? ? ? ? ???????????? ????? ????? ???????? ?? ? ??  (16)
Дійсне значення амплітуди коливань на частоті 2w визна-
чається залежністю
Таблиця
Нормовані амплітуди B1, B2, B3, B4  хвиль відповідно на частотах  
w, 2w, 3w, 4w
Нормовані 
амплітуди 
гармоніч- 
них  
коливань
Відстань від джерела збурення, z
0 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
B1 0 4,98•10-2 9,9•10-2 1,92•10-1 2,74•10-1 3,4•10-1 3,87•10-1
B2 0 2,48•10-4 1,95•10-3 1,44•10-2 4,23•10-2 8,25•10-2 1,04•10-1
B3 0 1,13•10-5 6,45•10-5 1,80•10-3 1,08•10-2 3,27•10-2 6,37•10-2
B4 0 2,18•10-8 2,67•10-6 2,81•10-4 3,45•10-3 1,59•10-2 3,95•10-2
B1 /B2 – 200,8 50,8 13,3 6,5 4,1 3,1
Рис. Залежності нормованих амплітуд від безрозмірної відстані z:  
1, 2, 3, 4 – В1, В2, В3, В4 на частотах ω, 2ω, 3ω, 4ω відповідно
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 ? ? ? ?????? ?? ??? ? ? (17)
а амплітуди коливань на частотах 3w та 4w відповідно
 ? ? ? ?????? ??? ??? ?? ? ? ? ? ?? ???? ????? ?? ? (18)
Із застосуванням виразів (14), (17) і (18) проведено розра-
хунки амплітуд складових спектра залежно від безрозмірної 
відстані z = 0...1 (до моменту виникнення розриву розв’язку). Ці 
розрахунки приведено в табл. та на рисунку. 
Як видно з рисунка, амплітуда коливань хвилі на частоті 
w = w1 - w2 монотонно зростає з відстанню z. Амплітуди коли-
вань хвиль на частотах 2w, 3w, 4w також зростають з відстан-
ню, але вони значно менші, порівняно з амплітудами коливань 
на частоті w = w1 - w2. Так, амплітуда B1 значно перевищує зна-
чення B2 у діапазоні відстаней z = 0,1...0,4. У подальшому це 
відношення становить 6,5...3,1. 
Висновок
Отже, на основі загального розв’язку нелінійної системи 
рівнянь акустики досліджено та визначено спектральні харак-
теристики хвиль, що генеруються в нелінійному середовищі 
пласта у разі дії бігармонічного сигналу. Встановлено, що, по-
рівняно з гармонічним сигналом, спектр імпульсної обробки 
середовища розширюється завдяки появі хвиль на частотах w, 
2w, 3w, 4w, що дає можливість більш повно охопити середови-
ще пласта хвильовою обробкою. При цьому амплітуда коли-
вань на різницевій частоті w = w1 - w2 більш висока порівняно з 
амплітудами на частотах 2w, 3w, 4w.
Одержані результати дослідження спектральних харак-
теристик під час бігармонічної акустичної дії на середовище 
вуглеводневих пластів можуть бути використані у ході роз-
робки перспективних ефективних акустичних методів об-
робки пластів із метою інтенсифікації припливу вуглеводнів.
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